廊 - 代 数 的 零 张 量 因 子 ” 
林 Rl EKG", ae! ， 赵 伟 3 
(1. 贵 州 大 学 数学 与 统计 学 院 ， 贵 州 贵阳 550025; 2. 首 都 师范 大 学 数学 科学 学 院 ， 北 京 100048; 
3. 阿 坝 师 范 学 院 数学 学 院 ， 四 川 汶川 623002) 
摘要 : 对 定义 在 域 太 上 的 天- 代数 4 ， 本 文 考 虑 了 两 个 问题 : 代数 4 上 的 张 量 积 M Q, N 为 0 时 ， 
何 时 能 导出 M =0 或 N=0; 代数 上 的 张 量 积 M @, N PHC m On OW, (YT RES m = 0 Bk 
1=0 。 本 文 引入 了 强 / 弱 零 张 量 因子 的 概念 ， 并 利用 箭 图 方法 对 此 进行 了 回答 。 具 体 地 说 ， 对 只 
包含 至 多 1 个 loop 的 连通 代数 4 ， 有 如 下 两 个 结论 : (1) A 含 强 零 张 量 因子 当 且 仅 当 其 箭 图 顶点 数 
大 于 或 等 于 2， 也 当 且 仅 当 4 的 箭 图 不 是 loop; (2) A 无 弱 零 张 量 因子 ， 则 它 的 维 数 无 限 。 
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Abstract: Let A bea -algebra defined over afield &. This paper consider the two questions: If the tensor 
M®,N on A is zero, under what situation is either M=0 or N=0? If the element, say m@n, in 
M®,N_ is zero, under what situation is either m=0 or n=0 ? We introduce  strong/weak 


zero-tensor-divisors in this paper and provide a solution of the above questions by quiver methods. To be 
precise, assume that A is a connected algebra whose quiver contains at most one loop, then we have two 
results as follows: (1) the following are equivalent: A has strong zero-tensor-divisors, the number of vertices 
of its quiver is greater than or equal to 2, the quiver of A is not a loop; (2) if A does not have weak 
zero-tensor-divisors then its dimension is infinite. 
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张 量 是 多 线性 代数 中 的 核心 概念 ,最 初 指 的 是 环 的 张 量 , 其 最 早 可 以 追溯 到 Frobenius 对 群 表示 的 研 
究 。 张 量 (尤其 是 代数 以 及 模 的 张 量 ) 在 数学 ， 应 用 数学 乃至 物理 等 其 它 领域 的 研究 中 占据 极其 重要 的 
地 位 ， 因 此 张 量 总 是 受到 广泛 关注 。 令 A 是 环 ,， 右 A - 模 M 和 左 4- 模 的 张 量 M @, N 本 质 上 是 Abel 
FEM x N 的 一 种 商 群 ， 特 别 地 ， 当 M 和 还 分 别 具 有 左 A - 模 和 右 A" - 模 结构 时 (这 里 ，4' 和 A" 也 是 
有 限 维 代数 )， 那 么 M @, NARRAZ A H A” - 双 模 结构 ， 因 此 自然 地 看 作 左 A””@，A' - 模 或 者 右 
4"@,， API, HA"? Q, A MA'A? ERIE, WERKEN. IKEA ERRER RAER 
研究 是 环 与 代数 领域 中 的 重要 内 容 ， 包 括 张 量 代数 的 箭 图 表示 [1H]，Clebsch-Gordon H2, 3, 4, 5], 
表示 型 问题 [6，7]， 代 数 的 同调 /Hochschild 同调 性 质 [8，9，10，11，12] 等 。 

众所周知 ， 当 A 是 交换 环 时 ，A 上 的 左 / 右 模 自然 地 看 成 4 上 的 左 4 右 4- 双 模 (并 常常 简称 为 A - 
模 ) 。 此 时 ， 在 同 构 意 义 下 ，4 - 模 的 张 量 具有 交换 性 ， 即 M@,N=N@,AM 。 但 对 于 M @, N 中 的 
元 素 m@n 而 言 ， 通 常 不 满足 mB@n=n@m。 男 一 方面 ， 将 A 视 为 定义 在 自身 上 的 A - 模 时 ， 有 
A®,AZA, 该 同 构 由 x@y 户 x 自然 给 出 ， 即 ，4@, 4 中 的 张 量 乘法 由 4 上 的 乘法 给 出 。 从 该 角 
度 来 看 ， 张 量 乘法 是 一 种 广义 的 乘法 ， 且 当 A 是 无 零 因 子 环 时 ，4@, A 中 的 元 素 m@n 等 于 0 当 且 仅 
当 m=0 或 n=0。 然 而 ， 对 定义 在 A 上 的 一 般 的 张 量 积 MY @，N 中 : 
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© m@n=0 未 必 能 导出 m= 0 或 n=0 (例如 本 文 的 例 1(D) 。 
。 类 似 地 ，M @, N = 0 未 必 能 导出 M =0 或 N=0。 
于 是 ， 我 们 可 以 自然 地 提出 如 下 问题 ; 
问题 1. 当 环 A 满足 什么 条 件 时 ， 对 A 上 的 任意 右 A - 模 M 和 左 A- 模 N，M @@,N 中 的 元 素 
m@n=08Fm=0Xn=0? 
2. 当 环 4 满足 什么 条 件 时 , 对 A 上 的 任意 右 4- 模 M PAA-RN,MO,N=08EM =0 
或 W=0? 
本 文 将 在 4 是 及- 代数 的 情形 下 ， 回 答 上 面 问题 。 并 且 ， 为 叙述 方便 ， 本 文 定义 : 环 4 的 强 零 张 量 因 
子 是 非 零 左 A - 模 N (分 别 地 ， 右 A - 模 M ) 使 得 存在 非 零 右 4 - 模 M (分 别 地 ， 非 零 左 A -BAN ) 满足 
M®,N=0; 环 A 的 弱 零 张 量 因 子 是 非 零 左 A - 模 N (分 别 地 , 右 4- 模 M ) 中 的 非 零 元 素 (分 别 地 ， 
ARS TCR m) 使 得 存在 非 零 右 A - 模 M (分 别 地 , APSA A - 模 N) 中 的 非 零 元素 m，( 分 别 地 , 非 零 元 素 
n) 满足 m@n=0 ( 见 定义 1, 定义 2)。 此 外 , 本 文 自 此 开始 , 总 是 做 出 如 下 约定 : A= KO/T ERK 
上 的 基 代 数 (basic algebra， 即 对 A WN 7eaE AN LIE 0 SILA fe, |1<i<n}, MAAR e AeA, Vi¥ j); 
mA O=(Q,,0,5,t) 是 有 限 连通 第 图 ， 其 中 5,t:9 >Q Ki a 了 映射 分 别 为 & 的 起 点 和 终点 ; Tet 
admissible 理想 ; 所 考虑 的 A 上 的 模 均 是 有 限 生成 模 ， 且 对 @ Laila, b, RERE t(a)=5(d) 的 
情形 下 记 作 ab © 
本 文 主要 结果 如 下 : 
EEH. 设 太 - 代 数 4= AQ/ 工 非 单 ， 其 箭 图 连通 且 只 包含 至 多 1 loop. 
(1) 如 果 A 是 有 限 维 代数 ， 则 下 面 论述 等 价 : 
(a) 4 是 含 强 零 张 量 因 子 代数 ; 
b) #@Q>2 (对 集合 S$ ， 记 号 #5 表示 它 的 元 素 个 数 ); 
(c) Q@Q 或 者 包含 一 个 loop AAF AHA, RAAF loop. 
(2) 如 果 A 是 无 弱 零 张 量 因子 代数 ， 则 A 是 无 限 维 代数 。 
主 定理 (1) 在 A 是 非 单 的 有 限 维 代数 ， 其 第 图 连通 且 只 包含 1 个 loop 的 情形 下 ， 对 问题 2 进行 了 回 
答 。 主 定理 (2) 则 指出 ， 有 限 维 代数 A 总 含有 弱 零 张 量 因子 ， 这 意味 着 我 们 在 有 限 维 代数 的 情形 下 完全 否 
定 了 问题 1. 需要 指出 的 是 ， 非 单 的 无 弱 零 张 量 因子 代数 是 存在 的 ， 见 例 5. 
本 文 结构 如 下 : 第 1 节 ， 本 文 引入 零 张 量 因子 的 概念 。 第 2 节 ， 本 文 考虑 有 限 维 太 -代数 上 的 强 / 弱 
零 张 量 因子 的 存在 性 。 第 3 节 是 本 文 的 主要 结果 。 


1 零 张 量 因子 
1.1 模 的 张 量 
给 定 环 R 和 定义 在 R 上 的 右 R - 模 M =M 与 左 R- 模 N=N。M 和 WN 的 R- 张 量 是 一 个 由 Abel 
FEM Qp N FIR - 双 线 性 函数 T:M xN >M BN 构成 的 二 元 组 (M @。N,f)， 使 得 对 任意 给 定 的 
Abel FE G 和 任意 给 定 的 R - 双 线 性 函数 了 : M xN >G, 总 存在 唯一 的 ZZ - 模 同 态 f :M ®, N > G 使 得 
fl =T » 
张 量 运算 满足 双 线性 , 因此 , 4° M =m |ie7), N=(n,|jeJ)> WM, N 中 的 任意 元 素 m@n 
(不 失 一般 性 地 ， 设 四 = > mr n=}, Sn? 其 中 ，x,s, e R) 总 可 以 展开 为 : 


78 jn; =n; 
= a 1 
m8@n=>} mr sn = Yim, 8rs;n; dm, On- 
iel iel iel 
jeJ 


jeJ jel 


Bl, M B®. N 中 的 元 素 总 ZU > m, Qn, > Httm,....m, eM, n,....n,EN © 
i=l 


例 1. (1) WKEMO,N 中 的 元 素 m@n 而 言 ，m@n=0 无 法 推出 m=0 或 n=0。 例 如 取 
R=(5 ) 是 域 上 的 2x2 的 上 三 角 和 矩阵 代数 ， 易 见 ， 在 同 构 意义 下 ，R 上 有 三 个 不 可 分 解 右 R - 模 


M, = (o ol i SE o) M,/M, 
0 0 0 k 0 0 
以 及 三 个 不 可 分 解 左 RR - 模 


k 0 0 k O k 
ZN = , N, = ? /Ni。 
0 0 0 0 0 k 


RİZE M/M, ®, N,/N, 。 注 意 M,/M, 和 Na/N 中 的 元 素 分 别 是 形 如 mm=(; z) +M, 和 

n=(9“)+ WV, 和 的 陪 集 , 于 是 m @ n=(53)() ) + Ma + NI + M,N, TER, 作为 集合 ,，M, = Ni = 

(0 6) M,/M, Br N/N, (作为 有 -向 量 空间 ) 中 的 零 向 量 O0w meuwm， 且 M2N =0。 因 此 ， 上 式 

等 于 (9 "+( E) = (8E) = Ou mommo 然而 EM, /M, 和 NN,/N, 中 ，m 和 n 都 不 是 零 元 素 。 
(2) 注意 (中 的 mm 和 nn HERE, TAM /M, ©, N,/N, =0。 

12 零 张 量 因 子 

本 节 我 们 引入 零 张 量 因子 的 概念 。 

定义 1. 设 R 是 环 。 如果 存在 有 限 生成 右 R -M = M0 和 有 限 生 成 左 R- 模 N = N40, [87 
M®,N=0, 则 称 M 和 NN 是 环 R 的 强 零 张 量 因 子 (strong zero-tensor-divisor)。 如 果 环 尺 没 有 强 零 张 量 
因子 ( 即 对 任意 的 有 限 生成 右 R - 模 M 和 左 R- 模 N，M BN =0 蕴 含 M =0 或 者 N =0)， 则 称 尺 是 
无 强 零 张 量 因子 环 ; 反之 称 为 含 强 零 张 量 因子 环 。 

注 记 . [1， 第 二 章 . 命题 2.45] 给 出 了 张 量 的 具体 构造 方式 。 

例 2. (1) 域 是 无 强 零 张 量 因 子 环 。 BRU LARVA IRA BP -V RW, AF -线性 同 构 
VF" 以 及 W =F"， 其 中 v,weN,。 于 是 V@; W FF“。 显 然 ,，V @; W =0 当 且 仪 当 vw=0， 
所 以 V=0 或 W =0。 

(2) 类 似 于 (1)， 可 以 证 明 无 零 因子 环 一 定 是 无 强 零 张 量 因子 环 。 

定义 2. 设 R 是 环 。 如 果 存 在 有 限 生成 右 R- 模 M =M, OFA RERE R-N = ,N #0, 1849 
存在 M,N 中 的 非 零 元 素 m,n， 有 m@n eM O NEF O0, MKM ALN 是 环 R 的 弱 零 张 量 因 子 (weak 
zero-tensor-divisor)。 如 果 环 尺 没 有 弱 零 张 量 因子 ( 即 对 任意 的 有 限 生成 右 R - 模 M 和 左 R - 模 NN ， 如 果 
m@neM®, NSF 0, 则 m=0 或 者 n=0)， 则 称 R 是 无 弱 零 张 量 因子 环 ; 反之 称 为 含 弱 零 张 量 因子 
环 。 


co 


例 3.1) 取 R eB 1) Pea EINE = fae ERR. EA 1 (1) 中 我 们 在 非 零 右 R - 模 /M, 和 非 零 
Æ R-N, /Ni 中 构造 了 两 个 非 零 元 素 , 它们 的 张 量 为 零 , 由 此 可 知 R 是 含 弱 零 张 量 因子 环 。 我 们 在 例 1 
(2) 中 进一步 指出 了 构造 具备 任意 性 ， 从 而 得 到 MM /M, 8p N/N, =0。 由 此 可 见 R 也 是 含 强 零 张 量 因 
子 环 。 

(2) 无 弱 零 张 量 因子 环 是 无 零 因 子 环 ,事实 上 , 反 设 无 弱 零 张 量 因 子 环 R 含有 零 因 子 x +0 Flr, 40, 
NWR 作为 自身 上 的 右 -R 模 和 左 R - 模 时 ， 0-7 On OS, R 。 人 然而， 同 构 o:R®, R= OR » 
o(r@r)=rr 指出 0 =o, @n) = nr,。 这 就 构造 了 非 零 右 -R 模 R, MIERE R RR,» EFRO R 
中 有 弱 零 张 量 因子 ， 进 而 与 假设 矛盾 。 

i 1. SREKSAFR-KASHEKEAFHR. 

. 设 R 是 含 是 强 零 因子 环 ， 则 存在 有 限 生 成 右 R - 模 M =M 20 MARERE R - 模 
IEM Or N=0。 由 M 0 和 NN 40 可 知 存 在 0 二 meM 和 0zneN， mEn e 
MB@.N=0， 即 m@n =0 。 这 说 明 尺 是 含 弱 零 张 量 因子 环 。 口 

Wid. 事实 上 , 根据 例 4 和 例 2 (2)， 可知 无 弱 零 张 量 因子 环 是 无 强 零 张 量 因 子 环 。 该 结论 是 命题 1 
的 逆 否 命题 。 

命题 2. Kk RH, R=k[x]) ek LMN-LAMAHR. 

(1) R 是 仿 弱 零 张 量 因子 环 。 


(2) HH, WRKEARKAAA, WREAREKEAFH, 
证 . AVES & eM, HHO R= Kk[x] 是 六 上 的 一 元 多 项 式 环 。 则 任意 有 限 生 成 的 R - 模 V 是 有 限 


维 太 -向 量 空间 ， 其 可 ee (V =, k",® eMat, (KK))， 其 中 ， 记 号 “=, "a 
作为 及 -向 量 空间 的 同 构 , Mat, (de) RRR k EAI m 阶 方 阵 构 成 的 全 甜 阵 环 , A R -作用 k xR — k” H 
v-x:=@(v) Aik. 

(1) FBE”, J, (A) FL" J, GD) 其 中 ， JCA) 表示 txt 的 特征 值 4 的 Jordan ER (假定 是 
上 Jordan &), Hm<n. WJ, (DAA ( 极 小 的 ) 零 化 多 项 式 my (2)=(x 一 4)”。 由 m<n 可 知 
mj Co 个 是 了 (CO 的 零 化 多 项 式 。 因 此 ， 对 mj DER UK (LEW O4wek", A 
04m, DOW M aJ, U) Wek" > EMOeVE R", BFE: 

VEM aw =m a Ow =(m, VJ,,(A)r) @w =0@w =0 © 
这 样 我 们 就 构造 了 R 的 弱 零 张 量 因子 0 关 ve 太 "和 0 六 Mpa) wek" 

(2) 4k ERARI, 注意 任意 mx m WERE D c Mat, Ck) 可 以 相似 于 Jordan 标准 型 ， 因 此 有 限 
生成 的 不 可 分 解 R - 模 对 应 的 第 图 表示 总 是 形 如 (R”,.J,(4)) 。 任 取 两 个 非 零 箭 图 表示 (K, Jp (A)) 和 
(有 ",J,(1))， 它 们 给 定 了 两 个 不 可 分 解 R -E k” ko FAEH k” Ok #0» 

Bep.. e, 是 ”的 标准 正 交 基 ，f,.…., f 是 "的 标准 正 交 基 。 则 有 右 R - 模 同 构 
ok" —=t> 0 kx = ke + kx+ + kX”, 


> ke, (Ak, +h)e +--+ Ak, +k, x" ?+Ak, x" 
URE R - 模 同 构 


Tike > kx! = ke tkxt..+ kx", 


jsn-1 


"kf, RB (uk, +k é, ++ (uk, +k, ) x"? + uk, x". 


t=1 ¢ 


k” Dp k" = (Yio, kx Ge (De k) E hi Or =D kxr #0. 
i<m-l 


<m— ism-l 
jsn-1 jsn- 


因此 ， 对 任意 非 零 的 有 限 生成 R - 模 V 和 W ， 它 们 有 形 如 ”和 ”的 非 零 直 和 项 (其 作为 R - 模 ，R - 作 
用 由 Jordan RIGS), WER" @, kK" 0， 从 而 V 8 WIER. 
2 代数 的 零 张 量 因子 性 

设 A=kQ/ 工 是 有 限 维 的 基本 色 k- 代 数 (Q 是 连通 箭 图 ， 工 是 admissible 理想 )，M ,和 ,NN 分 别 是 
有 限 生成 的 右 4 - 模 和 左 4 - 模 。 则 根据 唯一 分 解 定 理 ， 可 设 二 者 的 完全 直 和 分 解 分 别 为 My = MÀ 和 


N= Qn” s Jij: 
j=l 


M®N = ( Qu") a( Dr”) ~ @(M° on). 
显 见 M @N =0 当 且 仅 当 Mw@NO =0。 因 此 ， 对 张 量 M ƏN 的 研究 ， 转 变 为 对 AEGINA NR 
模 和 左 不 可 分 解 模 的 张 量 的 研究 。 本 节 对 张 量 的 讨论 始 假设 为 是 对 不 可 分 解 模 的 张 量 展 开 的 。 
2.1 有 限 维 代 数 的 含 /无 强 零 张 量 因子 性 . 
接 下 来 ， 我 们 给 一 个 引 理 ， 该 引 理 指 出 : 在 满足 特定 条 件 时 ，(9, 了) TRR (Q, Z'=0) 的 表示 可 
以 自然 地 视 为 (@, TD) 的 表示 。 为 此 ， 我 们 先 引入 求 和 分 量 的 概念 。 令 > 大刀 < 工 是 工 的 一 个 生成 元 ， 
AH, ERR kek, WHEMi, jel, s(~,)=s(o,) T to) =t) 成立。 则 wos ko, 的 去 


| 
区 


系数 求 和 分 量 (decoefficient component， 简 称 求 和 分 量 ) 指 的 是 其 作为 £O 中 向 量 时 的 非 零 求 和 项 go， 
所 对 应 的 基 向 量 pp. 
引 理 1. 设 有 限 维 代数 A= AGQ/ 工 的 箭 图 四 包含 人 ,型 子 箭 图 @Q' =1452—*>..._95n, 使 
得 对 任意 工 的 生成 元 > 大 ko, (其 中 了 是 指标 集 , 且 5(—,) = 5(—,)  t(o,) = t(,) Hie j HARKS), 
0= 0-0, WEEF REBAR ko, KDE. WHE k- ERRA 
ent’ : KO'-mod-—> A-mod AA F : mod-4O' + mod-A , 
GAM ARWR AID KO - 模 视 作 左 / 右 4- 模 。 


证 . 由 假设 可 知 对 任意 1<1< 7J<7，Q| j=1 一 和 >… 一 全 >) 上 的 路 径 gp, =a,--0,, PEL 
的 任何 生成 元 的 求 和 分 量 ， 因 此 对 任意 非 零 右 KG@' -M FEM 是 满足 
_ {dim, Ms,, 如 果 t EN, 
dim, Ms, =] 0, 其 它 情 形 
以 及 
p, (me,)， 如 果 g =w (tS 3); 
:M Me,, zg e i f 
Pa:ME, ME, > me, |> p, (me,) | 0, 其 它 情形 
A (HQ, +42.) -元 组 (Me,,Q),.o so， 作为 及 -向 量 空间 的 直 和 Ma, = 四 Me ( 仍 记 作 M ) ER 
teQ, 1StS) 


条 件 自然 诱导 了 一 个 右 AQ -作用 M x AQ@ -> M ， 于 是 M EASE kO-B. MER Dk, eI, id 
2, = QO ad， 在 -线性 映射 mao =D aKO Pay 为 0。 否则 ， 存 在 某 个 指标 集 7 


以 及 该 指标 集 的 某 个 元 素 !， 使 得 w， waan Pao ME wv, DME att JE 0， 这 意味 着 p, 只 能 是 


s(a; 


Pen 的 某 条 子路 径 。 这 与 已 知 条 件 巴 盾 。 因 此 右 kQO-fFHMxkQ>M 同时 也 是 右 A -作用 
M x A 一 M 。 这 就 诱导 了 一 个 函 子 Fi,: mod-AG' 一 mod-A， 满足 i,(M)=M。 该 函 子 自然 地 将 
mod-kQ' 视 作 了 mod-A 的 一 个 满 子 范畴 ， 因 而 是 久 - 范 畴 之 间 的 肉 入 。 对 于 左 模 情 形 的 证 明 与 右 模 情 
形 的 证 明 对 偶 。 


oo 


例 4. HAP =kO°/T, Hi=1,2, oe 


2 
NA 


T” =(ab), T” =(aob 一 cd)。 对 于 4 ， 其 箭 图 有 一 个 人 ;型 子 箭 图 @' = 1 一 >3 一 人 >4 。 对 于 任意 
右 AQ - 模 M ， 设 M 对 应 的 入 图 表示 为 V 一 和 >V 一 各 ->V，， 其 中 VV 是 久 - 向 量 空 间 ， 维 数 dimV，= 
dim, Me, (t=1,3,4)- WM 自然 地 被 看 作 右 A” -M =V DOV, OV, JO MN aANU Ata: 


Pa =f" Na 
V; V,. 
De A 
V, 


但 是 M 不 能 被 看 作 右 AM - 模 ， 这 是 因为 由 42 的 定义 , 可 知 abp 一 cd eI, ZAR T P,P, 9,9, =0 « 
然而 对 于 AM 所 诱导 的 向 量 空间 M WA A AO -作用 未 必 能 保证 交换 性 mp, = 2,9. © 
引 理 2. 设 有 限 维 代数 A= KGQ/ 工 的 箭 图 @ 包 侈 人 A, 型 子 箭 图 。 则 A 是 含 强 零 张 量 因子 代数 。 


UE. 本 证 明 将 构造 两 个 非 零 的 不 可 分 解 模 M = Me ind(A-mod) 以 及 N = ,N €ind(mod-A) » 使 
FME, N=0. COBAH A, BAAN O=v—*>w. BRA oa AT Ev), = 
Hom, (KQ)E,, K) = ke, ME KO -内 射 模 po E(w) = Hom, (KQ)E,, k) = ke, A 

EV) @,9 E'(w) = kE, Ojo KE, = KE, Dro Ep) =0 


由 引 理 1 PHRF: mod-kO’ >mod AU, F: KG'-mod 一 4-mod， 我 们 构造 了 右 4 - 模 
F „(EOD WA AEF (E'(w)) > ATF, AF ERA FALE. (EO M a FE'W) 都 是 非 
FH. 下面 证 明 a FE'W), Faa (E0 =0 > YER TEINd(A-mod) Y, EF (E(w) 同 构 于 ve Q 对 
应 的 单 模 So). BH 

emb F (E'(wW)) = ,S(v) = ,P(v)/rad(,P)) = Ke, ® Oke @ ke 


Ke 党 tp A 


(注意 左 4 -投射 模 PO) = Ae, HUA v Sa WER ERIE). 


emb 


同 理 ， 
Fœ (EV) = S(w) = P(w)/tadP(w) = ke, ® Oke / @ ke 


PEQ p Ql 
s(p)=w 3(@)= 


(注意 右 4 -投射 模 P(w), =6,A 由 以 w 开始 的 路 径 决 定 )。 
从 而 ， 作 为 久 - 向 量 空间 而 言 ， 利 用 张 量 的 运算 性 质 ， 有 如 下 同 构 : 
emb EE (w))®, Faw» (EM) 


=, (ke, ® oe er 8, (ke, ® ee ee) 


t(@)=v 


= (ke, © Oke)®, (ke, © Qro) (Qro D ke) 


Ko a s(p)= 


=(ke, ®, ke, Ke ® ke, ® ke) 


fon HP h 


t( pg) s(p)=w $(~)=w 


t(p)=v dp Se 


(注意 @(ke@ke,)=0) @(Kke,@ke)y=0UR @® (ke, 8kp,)=0) 
PEQ PEQ 1 ,E2€Q>] 
t(o)=v s(p)=w (a )J=w, t(92)=v 


F(E'(w)) 。 


由 此 可 见 4 A 强 夫 张 量 因子 到 ap (E(V)) 和 
根据 引 理 2， 我 们 立刻 得 到 下 述 推论 。 
推论 1. 设 @ 是 连通 箭 图 且 包 含 至 少 两 个 顶点 。 则 有 限 维 代 数 A 二 QO/ 工 是 含 强 零 张 量 因 子 代 数 。 


证 . 由 箭 图 的 连通 性 可 知 存在 两 个 项 点 v 和 w ， 二 者 被 某 个 箭 向 c 相连 。 而 v，w 和 诱导 了 QQ 的 
A, 型 子 箭 图 ， 由 引 理 2， 可 知 推论 成 立 。 口 


emb 


ae 
引 理 3. 设 有 限 维 代数 4= RhRQ/ 工 的 稍 图 @Q eA loop C= ee ， 且 存在 正 整 数 中 , 使 得 cx? 和 工 。 
则 存在 k- EFAA 


F? : kC/(a°’)-mod— 4-mod 2A F? 


emb “ 


: mod- &C/(a’) + mod-A , 


emb 
HBA A RWI AIG KC lay -AERE AIG A- 模 。 
证 . 任意 右 kC aA IN AR (Vg,)> APV 是 久 - 疝 量 空间 ， 右 R&C/《(a”)- 作 用 由 


k -线性 变换 ps s EndsV (其 中 ，g?”=0) RRV x kC a) >V: va =p, 0) AE. Rv := AOV,» 

1EQy) 
其 中 V =V, WRi=1; AM, Mic Q iQ, MV, =O. MOV, )ico 决定 了 V 是 一 个 右 4 - 模 ， 其 
I 


bi 


Q, a=q; 
Pa = 3 
0, 其 它 情 形 . 


MFO V)=V, WWF? 自然 地 将 每 一 个 右 &C/(a”) - 模 看 成 了 右 A- 模 ， 易 见 F?, 诱导 了 一 个 外 -范畴 


emb emb 


的 嵌入 。 

注意 上 述 证 明 无 需 讨论 xx” 是 否 是 工 的 生成 元 的 求 和 分 量 。 事 实 上 ， 如 果 存 在 》> keez (其 中 
s(Q)=e)=1) Eae =p, (jel, RSE 3 的 证 明 中 所 构造 的 (V,g,),.。， 此 时 
PS ke =>) ko, =0 是 自然 成 立 的 ， 因 此 (V,g,),o NEA A-R. WR c? 不 是 任何 工 的 生成 元 的 
求 和 分 量 ， 则 引 理 3 成 立 的 理由 与 引 理 1 一致 。 特 别 地 ,以 w= 2 的 情形 作为 一 个 例子 : KC 上 的 


不 可 分 解 右 模 只 有 单 模 S() 和 投射 -内 射 模 Pd) = EQ)。 其 对 应 地 看 成 右 A - 模 ， 则 分 别 是 右 4 - 单 模 
S(1), 和 不 可 分 解 右 4 - 模 Ke + a。 在 这 个 观点 下 ， 引 理 3 是 明确 的 。 


引 理 4. 设 有 限 维 代数 A = AQ/ 工 的 箭 图 @ 是 loop。 则 4 是 无 强 零 张 量 因子 代数 。 


x 1 
证 . 设 @= © WA 对 zx/ 工 。 因 此 任意 左 / 右 4 - 模 自然 地 也 是 左 / 右 kK[x]- 模 ， 即 ， 存 在 外 - 
TORT kA RF :mod-A > mod-&[x] 。 任 取 非 零 的 有 限 生 成 右 4 - 模 M 和 左 4- 模 NM ， 由 4 是 交换 
代数 ， 自 然 地 有 M ©, N 也 是 右 A- 模 。 加 之 F ERA AUCR(M)+O8 F(N) 40. WORT 2, 
Kx] 是 无 强 零 张 量 因子 环 ， 于 是 得 F(M @,N)=F(M)®@,,,F(N) 40> FRA F ERA, 
M®,N#0.- Q 

推论 2. LQ RO loop HHA (可 以 是 非 连通 箭 图 )。 则 有 限 维 代数 A= KGQ/ 工 是 无 强 零 张 量 因 
FREY ARS O 自身 是 loop。 

UE. 引 理 4 给 出 了 充分 性 “二”， 引 理 2 给 出 了 必要 性 “ ==> 

定理 1. 设 非 单 的 有 限 维 代数 4= AGQ/ 工 的 箭 图 是 连通 箭 图 ， 且 该 箭 图 只 包含 至 多 1 个 loop。 则 4 


是 无 强 零 张 量 因子 代数 当 且 仅 当 A 同 构 于 一 元 多 项 式 环 的 商 R[X]/.7 (其 中 , 工 和 .7 都 是 admissible 理 
起 )。 


证 . 设 A 无 强 零 张 量 因子 ， 则 由 推论 1，4 的 箭 图 @ 只 含有 一 个 顶点 ， 记 此 顶点 为 1。 此 时 必 有 


x 1 
O= (> 因此 , A = kKQ/ 工 = Kk[x]/ 工 ;这 里 取 了 = 工 。 反 之 ,; 若 A kK[x]/J; 则 由 了 了 是 admissible 
理想 ， 可 知 A 的 入 图 是 一 个 loop。 根 据 推论 2，A 没有 强 零 张 量 因子 。 口 


2.2 有 限 维 代数 的 含 /无 弱 零 张 量 因子 性 

本 节 将 考虑 代数 的 弱 零 张 量 因 子 。 在 2.1 节 中 ， 我 们 指出 连通 的 有 限 维 代数 4= kO/T 的 稍 图 如 果 
含有 至 多 1 个 loop, 则 4 含 强 零 张 量 因 子 当 且 仅 当 4 的 箭 图 Q@ 不 是 loop ( 见 定理 D。 因 此 , 根据 命题 1, 
立刻 有 下 面 结果 。 

推论 3. wa a nec 的 箭 图 @ 不 是 loop，A4 AXLRFAHRKEAT. 

下 面 命题 考虑 了 4 的 箭 图 @@ 是 loop 的 情形 ， 此 时 A AAF kid IP ALx]/ 7 > HHO, =1 可 知 
kix]/ I 有 唯一 的 不 可 分 解 投射 左 / 右 kx J - 模 已 =s4 。 我 们 将 利用 己 指 出 此 时 的 4 依然 含有 弱 零 
张 量 因子 。 

命题 3. 有 限 维 代数 4= kK[x]/ .了 是 含 弱 零 张 量 因子 代数 1。 


证 . 首先 ，4 有 唯一 的 不 可 分 解 投 右 / 左 4 - 射 模 P=6A =, gx =, Ag = Ao MKE AO, As, 
i=0 
可 通过 如 下 同 构 约 化 : 


a:&,A®, As, =A®, A—— >A. 


注意 到 kI 是 主 理想 整 环 ， 所 以 存在 f(x)=kx tk te +k ekia] (122), HF 
T= (FD) > MA f(x) 存在 一 个 形 如 F) = x(x) 的 分 解 ， 其 中 p(x) 是 域 太 上 的 1 一 1 次 多 项 式 。 显 


! 此 命题 不 要 求 域 丰 是 代数 闭 的 . 


YR, 在 代数 &[x]/ 了 了 中, x #0 p(x) #0> E fd) = xro € SJ =(f (0) » MIE T KE sc A®, Ae, 


ERI XV TH 在 4 中 


的 元 素 x@ Q(x), EF o(x@ Q(x) = xox) 


0 ， 进 而 得 到 x@ p(x) 一 0。 


昌 推 论 3 和 命题 3， 我 们 得 到 下 面 定理 。 
定理 2. 有 限 维 代数 总 是 含 弱 零 张 量 因子 代数 。 


jami 


3 主要 结论 


式 


下 面 ， 我 们 给 出 本 文 的 主要 结论 。 
定理 3. 设 久 -代数 A= ARGQ/ 工 非 单 ， 其 前 图 连通 且 只 包含 至 多 1 loop. 
(1) 如 果 A 是 有 限 维 代数 ， 则 下 面 论述 等 价 : 
(a) 4 是 含 强 零 张 量 因子 代数 ; 
b) #Q,>2; 
(c) 四 或 者 包含 一 个 loop JAFHA, RAAF loop. 
(2) 如 果 A 是 无 弱 零 张 量 因子 代数 ， 则 A 是 无 限 维 代数 。 


W. (1) (a) >b): RZA WERO 只 有 一 个 顶点 ， 则 @ 只 能 是 1 个 loop， 根 据 定理 1，A 无 强 零 张 


量 因子 , ZE. (b)>(c): 由 包含 至 多 1 个 loop 可 知 此 为 显然 的 。(c) 二 (a): WROTE loop, 或 者 QQ 
包含 loop 并 以 此 loop 为 真子 第 图 , IPAO RE loop, 自然 地 , 在 同 构 意义 下 ，A 不 是 形 如 [x]/ 了 了 形 
的 代数 。 根 据 定理 1， 可 知 4 含 强 零 张 量 因子 。 


(2) 取 定 理 2 的 逆 否 命题 即 可 。 
注意 非 单 且 无 弱 零 张 量 因子 代数 是 存在 的 ， 见 例 5。 

例 5. 考虑 多 项 式 环 A = k[x, |ie N]， 并 任 取 多 项 式 fax) EAM g(x,…,x,)e A 使 得 
FG. XB (XN, ) =0. 


则 由 是 域 可 知 A 是 无 零 因子 环 ， 进 而 有 (x,…,x,)=0 或 者 g(x,…,x,)=0。 注 意 对 于 一 般 的 多 项 
式 环 R[x, |1<i<n] (neNN) (REA), 上 式 未 必 能 使 得 f(x,…,x,)=0 或 者 g(x,…,x,)=0。 例 如 ， 
取 R=Z/6Z, n=2, 并 令 f(x,%) =3x, +3x, +3x,x, £0, g(x,,x,)=2x, 40. M (xq, x,)e(%,x,) =0- 
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